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8.2、 二重积分的计算

一、 利用直角坐标系计算二重积分

二、 利用极坐标计算二重积分



2

II、二重积分的计算法

二、 利用极坐标计算二重积分

有些二重积分，积分区域D的边界用极坐标
方程来表示比较方便，且被积函数用极坐标变量
r(或ρ)、θ表达比较简单。这时，我们就可以利
用极坐标计算二重积分。

0, 0 2r θ π≥ ≤ <cos
sin

x r
y r

θ
θ

=
 = π θ π− < ≤或

复习： 直角坐标系与极坐标系的关系：
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按二重积分的定义

∑∫∫
=

→
=

n

i
iii

D

fdyxf
10

),(lim),( σ∆ηξσ
λ

在直角坐标下，用平行于坐标轴的直线网划分区域D，

------直角坐标系中
的面积元素

dxdyd =σ

x

y

o x x dx+

y
y dy+

x

y

O

D

( , ) ( , )
D D

f x y d f x y dxdyσ =∫∫ ∫∫
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1、极坐标系下的二重积分的形式

假定从极点O出发且穿过闭区域D
内部的射线与D的边界曲线相交
不多于两点。

我们用下面方法分割

(2)从极点出发的一族
射线：θ=常数，

(1)以极点为中心的一族
同心圆： ρ =常数，

r dr+
r dθ θ+

θ

x

d rdrdσ θ=

d rdrdσ θ= ------极坐标系中的面积元素

( , ) ( cos , sin ) .
D D

f x y d f r r rdrdσ θ θ θ=∫∫ ∫∫

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D
β

α
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2、如何化为两次单积分

(1) D极点在 外

积分顺序：一般是先积r后积θ

定限的方法：依D的特点：

D设积分区域 可用不等式

βθαθϕθϕ ≤≤≤≤ ),()( 21 r

( )来表示 如图

1 2( ), ( )
[ , ]

ϕ θ ϕ θ
α β

其中函数

在区间 上连续。

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

α
β

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

β
α
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1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

β
α

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

α
β

βθα
θϕθϕ

≤≤
≤≤ )()(: 21 rD

( , ) ( cos , sin )
D D

f x y d f r r drr dσ θ θ θ=∫∫ ∫∫
2

1

( )

( )
[ ( cos , sin ) ]f r r rdr d

ϕ

ϕα

θβ

θ
θ θ θ= ∫∫

2

1

( )

( )
( cos , sin )f r r rd dr

ϕ θ

ϕ θ

β

α
θθ θ= ∫∫

箭头：

自内向外

逆时针转动
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(2) D极点在 的边界上时

αβ

)(θϕ=r

O x

D

∫∫
D

dyxf σ),(

( )

0
[ ( cos , sin ) ]f r r d rr d

β ϕ θ

α
θ θ θ= ∫ ∫

βθαθϕ ≤≤≤≤ ),(0 r

D闭区域 用不等式表示

( cos , sin )
D

rf r r drdθ θ θ= ∫∫

( )

0
( cos , sin )d f r r rrd

β ϕ θ

α
θ θ θ= ∫ ∫

箭头：

自内向外

逆时针转动
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)(θϕ=r

o xD

(3) D极点在 的内部时

πθθϕ 20),(0: ≤≤≤≤ rD

D闭区域 用不等式表示

∫∫
D

dyxf σ),(

( cos , sin )
D

rf r r drdθ θ θ= ∫∫
2 ( )

0 0
( cos , sin )d f r r drr

π ϕ θ
θ θ θ= ∫ ∫

箭头：自内向外  逆时针转动
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利用极坐标计算二重积分

( , ) ( cos , sin )
D D

f x y d f r r drr dσ θ θ θ=∫∫ ∫∫
2

1

( )

( )
( cos , sin )rd f r r dr

β ϕ θ

α ϕ θ
θ θ θ= ∫ ∫

: 0, 0D r ρ ≥≥积分区域 的表示范围 或

0 2θ π π θ π≤ −≤ ≤ ≤或

0
2 ( )

r
ϕ π ϕ π

=

= = −

说明：增加或改变被积函数在一点 和一条线

上的值对二重积分不会发生影响

" "一代，二换，三定限
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∫∫ +
D

dxdy
x
yyx ,arctan)()2( 22

:D积分区域 的图形为

rdrd ∫∫=
2

1
34

0

π

θθ 2

128
15 π=

2 2:1 4 , , 0D x y y x y≤ + ≤ = =

所围成的位于第Ⅰ象限的部分

4
0,21: πθ ≤≤≤≤ rD x

y

o 1 2

2 24
0 1

d r rdr
π

θ θ= ⋅ ⋅∫ ∫
2 34

0 1
r drd

π

θ θ= ⋅∫∫

∴原式
2=

D

r dr rdθ θ⋅∫∫

,1 将下列积分化为极坐标形式 并计算例 积分值。
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2 2: ( 1) 1D x y− + ≤积分区域

x

y

o 2

∫∫ +∴
D

dxdyyx 22

∫−= 2

2

3cos
3
8π

π θθd 32
3
8 I⋅⋅= 1

3
22

3
8

⋅⋅⋅=

2 2 2 2(2) , : 2
D

x y dxdy D x y x+ + ≤∫∫ 其中

: 0 2cos ,D r θ≤ ≤

9
32

=

2cos
2

0
2

d r dr r
π θ

π θ
−

= ⋅∫ ∫
2 2
π π

θ− ≤ ≤

=
D

r drr dθ⋅∫∫

方法：结合图形与不等式得到积分限



复习：证明

n 为偶数

n 为奇数

,
22

1
4
3

2
31 π

⋅⋅⋅⋅⋅
−
−

⋅
−

n
n

n
n

,
3
2

5
4

2
31

⋅⋅⋅⋅
−
−

⋅
−

n
n

n
n

高数上册 P225 例14 
点火公式，可推导出Wallis公式：关于圆周率
的无穷乘积的公式



13

∫∫
D

dyxf σ),(

x

y

o

2

4

: 2sin 4sin ,0D rθ θ θ π≤ ≤ ≤ ≤

yyxyD 42: 22 ≤+≤

D闭区域 用不等式表示

∫∫=
D

rdrdrrf θθθ )sin,cos(

4sin

0 2sin
( cos , sin )d f r r drr

π θ

θ
θ θ θ= ∫ ∫

,2 ( )
D

f x y dσ∫∫将 化为极坐标系例 下的二次积分

此题若在直角坐标系下求积分，不容易！
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解

:用极坐标表示为

: 0 , 0 ;
cos 4

aD r πθ
θ

≤ ≤ ≤ ≤

∫∫ +=
xa

dyyxdxI
0

22

0

4 cos
0 0

a

d r rdr
π

θθ= ⋅∫ ∫

y

xo a

∫∫ +=
D

dyx σ22

∫= 4
0 3

3

cos3

π

θ
θda 3

34
0

sec
3
a d

π

θ θ= ∫

: 0 , 0 ;D x a y x≤ ≤ ≤ ≤

把积分  化为极坐标形式

并计算积分值。

例 2 2

0 0
( 0) ,

a x
dx x y dy a+ >∫ ∫
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sec tan tan sec tan dθ θ θ θ θ θ= − ⋅∫
3sec tan sec secd dθ θ θ θ θ θ= − +∫ ∫

3 1 1sec sec tan ln sec tan
2 2

d Cθ θ θ θ θ θ∴ = + + +∫
于是

3 31 2 ln( 2 1) 2 ln( 2 1)
3 2 6
a aI    = ⋅ + + = + +   

∫∫ +=
xa

dyyxdxI
0

22

0 ∫= 4
0

3
3

sec
3

π

θθda

3sec sec tand dθ θ θ θ=∫ ∫
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,4: 22
1 ≤+ yxD

164: 22
2 ≤+≤ yxD

x

y

o 2 4
1D

2D

16: 22 ≤+ yxD

πθ 20,20:1 ≤≤≤≤ rD πθ 20,42:2 ≤≤≤≤ rD

∫∫ −−∴
D

dxdyyx 224 ∫∫
∪

−−=
21

224
DD

dxdyyx

2 4

0 2

22

0

22

0
( ) (4 4)d rdr d rdr r r

π π
θ θ= ⋅ + ⋅− −∫ ∫ ∫ ∫
ππ 728 += π80=

21 DD =

2 24
D

x y dxdy− −∫∫算例 计：
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小结： 利用极坐标计算二重积分

(1) 积分顺序通常是先 r后θ

(2) D的极坐标表示

如D的边界是由直角坐标方程:y =f (x) 给出，通
常可从几何意义去确定D的极坐标表示（图形是
重要的）或利用x=rcosθ，y=rsinθ进行变换。

(3)坐标系的选取

2 2, ( )

D D
yf x y f
x

xf
y

 +  
 

 
 
 

当 的边界用极坐标表示比较简单或 是圆域、

圆的一部分时 当被积函数形如 、 、

时,可考虑选用极坐标系。
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2 2

3 , ,x y

D

e dxdy D

a

− −∫∫计算 其中 是由中心在原点

半径为 的圆周所围成

例

的闭区域。

解 积分区域D的图形

∫∫ −−

D

yx dxdye
22

∫ 



−= −π

θ
2

0
0

2

2
1 de

a
r )1(

2ae−−= π

D：0 ≤ r ≤ a, 0 ≤θ≤ 2π

2 2

0

1 (1 )
2

ae d
π
θ−= − ∫

22

0 0
[ ]

a re dr dr
π

θ−= ∫ ∫

x

y

o a

2

,

,xe dx−∫
注 本题如果用直角坐标计算由于积分

不能

意

用初等函数表示 所以算不出来。
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2

0

xe dx
+∞ −∫利用上述结果计算工程上常用的广义积分

2 2 2 2 2 2(1 ),3 :x y a

D

e dxdy e D x y aπ− − −= − ≤∫∫ +例

∫∫ −−=
S

yx dxdye
22

∫ ∫ −− ⋅=
R R yx dyedxe

0 0

22

2 2

0
( )

R xe dx−∫
O x

y

S

R R2

D1
D2

2 2

0 0
= lim

Rx x

R
e dx e dx

+∞ − −

→+∞∫ ∫

2 2

1

x y

D

e dxdy− −∫∫ )1(
4

2Re−−=
π

1 2D S D⊂ ⊂显然

1 2D S D

< <∫∫ ∫∫ ∫∫
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D1

O x

y

R R2

D2

S

},0,0,|),{( 222
1 ≥≥≤+= yxRyxyxD

},0,0,2|),{( 222
2 ≥≥≤+= yxRyxyxD

}0,0|),{( RyRxyxS ≤≤≤≤=

1 2 ( )D S D⊂ ⊂显然 如图

∫∫∫∫∫∫ −−−−−− <<
2

2222

1

22

D

yx

S

yx

D

yx dxdyedxdyedxdye

2 2

0,x ye− − >由于 从而在这些闭区域上的二重

积分之间有不等式

D1

2

0

xe dx
+∞ −∫计算
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2 2

1

x y

D

e dxdy− −∫∫

∫∫ −−∴
2

22

D

yx dxdye

2 2x y

D

e dxdy− −∫∫又 )1(
2ae−−= π

)1(
4

2Re−−=
π

)1(
4

22Re−−=
π D1 D2

D1

O x

y

R R2

∫∫ −−

S

yx dxdye
22



∫ ∫ −− ⋅=
R R yx dyedxe

0 0

22 2

0
)(

2

∫ −=
R x dxe RO x

y

S

∫∫∫∫∫∫ −−−−−− <<
2

2222

1

22

D

yx

S

yx

D

yx dxdyedxdyedxdye

2 2 2:D x y a≤+
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, ,
4

R π
→ +∞令 上式两端趋于同一极限 从而得

4
][ 2

0

2 π
=∫

+∞ − dxe x

20

2 π
=∫

∞+ − dxe x

∫∫∫∫∫∫ −−−−−− <<
2

2222

1

22

D

yx

S

yx

D

yx dxdyedxdyedxdye

2

0

xe dx
+∞ −∫计算

( )2

2 2

2

20

1 1(1 ) (1 )
4 4

R x
R R

e dx
e e

π π−∴ − < < −∫
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正态总体的函数表示式

当μ= 0，σ=1时

2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

σπ

−
−

=
x

exf ),( +∞−∞∈x

标准正态总体的函数表示式

0 1 2-1-2 x

y

-3 3

μ=0

σ=1

2

21( ) ( , )
2

x

f x e x
π

−
= ∈ −∞ +∞，

2

0 2
xe dx π+∞ − =∫

+

-
( )f x dx

∞

∞
⇒ ∫

2
+

2
-

1 ( )
2

x xe d
π

∞ −

∞
= ∫ 1=
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5 选用适当的坐标系计算下列例 二重积分

(1) ( ) ,

: 1( 0)
D

x y d

D x y x

σ+

+ ≤ ≥

∫∫
其中

y

xo
1D

2D

( )
D

x y dσ+∫∫解

∫∫∫∫ +++=
21

)()(
DD

dyxdyx σσ

∫∫∫∫ −

−
−++=

0

1

1

0

1

0

1

0
)()(

x

x
dyyxdxdyyxdx

注意在不同区域被积函数表达式不一样

12
3

= ×
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2 2 2

2 2 2 2 2 2

(2) :

( ) ( ) ( 0, 0)
D

a x y d D

x y a x y a x

σ− −

+ ≤ − > ≥

∫∫ 其中

4 4

0 cos 2
:

r a
D π π

θ
θ

 ≤ ≤

− ≤ ≤

2 2 2

D

a x y dσ− −∫∫解

3 10 8 2
6 9 9
aπ

= − +

y

xo

2 cos2 2 24
0

4

a
rd a r dr

π θ

π θ
−

= − ⋅∫ ∫
2

3
2 2 2

cos 2

4

4 0

1 ( )
3

a

a dr
θπ

π θ
−

 
− − 
 

= ∫
2 2

:
cos 2r a θ=

双扭线
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定理8.2.1 设函数 f(x, y) 在有界闭区域 D 上连续

1

1

( , ),

( , ), ( , ),
,

( , )Jocobi 0, ( , ) ,

(

( , )

, )x x u v y y

x x u v y y u v uov D
xoy D

x yJ u v D

u

u

v

v

= =

∂
= =

≠ ∈
∂

变换 将 平面上的区域

一对一地映射成 平面上的区域 且

具有一阶连续偏导数,

雅可比( )行列式 = 则

[ ]
/

( , ) ( , ), ( , ( , )
( , )

) (5)
D D

xf x y dxdy f x u v y u y
u

v du
v

dv∂
∂

=∫∫ ∫∫

公式（5）称为二重积分的换元公式

8.2.3  二重积分的换元法
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d dxdy
r drd

σ
θ

=
=

面积元素

( , )
( , )

x x
r
y y

x y

r
r

θ

θ
θ

∂
∂

∂ ∂
∂ ∂=
∂ ∂
∂ ∂

1

( , ) ( cos , si ( , )
( ,

n )
)D D

xf x y dxdy r rdyf r d
r θ

θ θ θ∂
∂

=∫∫ ∫∫

上式右端是在 D1 上确定积分限

( , ) ,
D

f x y dσ∫∫设二重积分 作坐标变换 cos
sin

x r
y r

θ
θ

=
 =

1xoy D D→平面上的区域 极坐标系下的区域

( cos , sin )
D

rf r r drdθ θ θ= ∫∫

cos sin
sin cos

r
r

r
θ θ
θ θ

−
= =
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2 2 2

2 2 27 1x y z
a b c

+ + ≤计算椭例 球体 的体积。

2 2

2 218
D

x yc
a b

V dxdy− −= ∫∫由对称性解

2 2

2 2( , ) 1, 0, 0x yD x y x y
a b

 
= + ≤ ≥ ≥ 
 

其中

cos
sin

x ar
y br

θ
θ

=
 =

作变换: 0, 0, 0,0 2a b r θ π> > ≥ ≤ ≤

此变换称为广义极坐标变换，在此变换下与
区域D对应的区域D1为

1 ( , ) 0 1,0
2

D r r π
θ θ = ≤ ≤ ≤ ≤ 
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1 ( , ) 0 1,0
2

D r r π
θ θ = ≤ ≤ ≤ ≤ 

 
( , )
( , )
x yJ abr
r θ

∂
= =
∂

雅可比行列式

2 2

2 28 1
D

x yV c dxdy
a b

= − −∫∫
4
3

abcπ=1 22
0 0

8 1abc d r r dr
π

θ= −∫ ∫
34

3
a b c R V Rπ= = =特别地：当 时,球的体积 =

cos
sin

x ar
y br

θ
θ

=
 =

作变换: 0, 0, 0,0 2a b r θ π> > ≥ ≤ ≤

1

28 1
D

abrc r drdθ= −∫∫
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利用广义极坐标变换可得椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 所围的面积

D

S dσ= ∫∫

2 2

2 2: 1x yD
a b

+ ≤ 1 :D D在第一象限的部分

1

4
D

dσ= ∫∫

( , )
( , )
x yJ abr
r θ

∂
= =
∂

cos
sin

x ar
y br

θ
θ

=
 =

作变换:

1
2

0 0
4 ad drbr

π

θ= ∫ ∫
2

0

1

0
4 b da rdr

π

θ= ⋅ ⋅ ∫∫ abπ=

方法二：利用定积分的几何意义
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